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I am an old man now, and when I die and go to heaven there are two 
matters on which I hope for enlightenment. One is quantum 
electrodynamics, and the other is the turbulent motion of fluids. And 
about the former I am rather optimistic.

        
  Sir Horace Lamb

https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_electrodynamics
https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_electrodynamics
https://en.wikipedia.org/wiki/Fluid


Turbulence….

Définition:La turbulence désigne l'état d'un fluide, liquide ou 
gaz dans laquelle la vitesse présente un caractère 
désordonné et tourbillonnaire.





Tourbillons sur la Terre…



Tourbillons dans l’Univers



Mesures SPIV
Mesure 4D-PTV

ANR EXPLOIT: F. Daviaud, P. Debue, B. Dubrulle, J-M. Foucault, J-P. Laval, Y. Ostovan, V. Padilla, V. Valori, C. Wiertel

4  Cameras rapides Laser

Tourbillons dans le laboratoire



Le Mauvais côté de la turbulence



Le bon coté de la turbulence: Dispersion de particules

Mémoire de la dispersion initiale Indépendant  de la dispersion initiale

Dispersion chaotique Dispersion turbulente



Le bon côté de la turbulence:
Mélange turbulent vs laminaire



Turbulence et formation du système solaire

Credit: Alma

Credit: Bracco et al, 1998

Importance de la turbulence pour former les planètes
Importance de la turbulence pour mélanger les 
éléments



Equations de Navier-Stokes

Dérivées il y a 200 ans par Navier (Ecole des Ponts) et Stokes
À la suite  des travaux de Euler
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Turbulence: Re>>1



Modèle vs Mesures: vitesse moyenne à Re=103

Lab

DNS

Cappanera et al, 2021
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Simulations numériques :  tourbillons à Re=103

Courtesy H. Faller and A. Harikrishnan

Avec les simulations, nous
Pouvons voir des choses difficilement 
accessibles 
aux expériences….



On a les equations… tout est résolu?



Mystère : réversibilité

Ecoulement laminaire

Reversible

Courtesy J.I. Polanco

Ecoulement turbulent 

Irreversible

D ou vient l’irreversibilité de la turbulence?



Quel est le problème avec la turbulence?

        
  Navier-Stokes et Problème mathématique



Theorie:
Les equations De Navier-Stokes sont-elles bien posées? 
(y a t il des singularites?) 



Example de formation de singularité

Equation d’Euler 3D
Equation de Burgers 1D

Euler: 𝜕!u + 𝑢𝜕𝑢 = −𝜕𝑝

Divergence de la dérivée de la vorticité

Discontinuité de la vitesse

Burgers: 𝜕!u + 𝑢𝜕𝑢 = 𝜈∆𝑢



Problèmes induits par les singularités

• Elles peuvent briser l’unicité de la solution et induire de la 
stochasticite spontanée



• Elles provoquent une dissipation et induisent une irréversibilté spontanée
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LECTURES ON THE ONSAGER CONJECTURE

ROMAN SHVYDKOY
Department of Mathematics, Stat. and Comp. Sci., M/C 249,

University of Illinois, Chicago, IL 60607, USA

(Communicated by [the associate editor name])

ABSTRACT. These lectures give an account of recent results pertaining to the celebrated
Onsager conjecture. The conjecture states that the minimal space regularity needed for a
weak solution of the Euler equation to conserve energy is 1/3. Our presentation is based
on the Littlewood-Paley method. We start with quasi-local estimates on the energy flux,
introduce Onsager criticality, find a positive solution to the conjecture in Besov spaces of
smoothness 1/3. We illuminate important connections with the scaling laws of turbulence.
Results for dyadic models and a complete resolution of the Onsager conjecture for those
is discussed, as well as recent attempts to construct dissipative solutions for the actual
equation.

The article is based on a series of four lectures given at the 11th school “Mathematical
Theory in Fluid Mechanics” in Kácov, Czech Republic, May 2009.

”...in three dimensions a mechanism for
complete dissipation of all kinetic
energy, even without the aid of
viscosity, is available.”

L. Onsager, 1949

1. Lecture 1: motivation, Onsager criticality.

1.1. Onsager’s original conjecture. The motion of an ideal homogeneous (with constant
density 1) incompressible fluid is described by the system of Euler equations given by

∂u

∂t
+ (u ·∇)u = −∇p, (1)

∇ · u = 0, (2)
where u is a divergence-free velocity field, and p is the internal pressure. We assume that
the fluid domain Ω here is either periodic or the entire space. It is an easy consequence of
the antisymmetry of the nonlinear term in (1) and the incompressibility of the fluid that the
law of energy conservation holds for smooth solutions:

∫

Ω
|u(t)|2dx =

∫

Ω
|u0|2dx, for all t ≥ 0. (3)

2000 Mathematics Subject Classification. Primary: 76F02, 76B03; Secondary: 42B37.
Key words and phrases. Euler equation, Navier-Stokes equation, weak solutions, turbulence, Onsager conjec-

ture, Besov spaces, dyadic models.
The author is grateful to the Department of Mathematical Analysis, Faculty of Mathematics and Physics,

Charles University, and Jindřich Nečas Center for Mathematical Modeling for warm hospitality during the prepa-
ration of these notes. The research is partially supported by the NSF grant DMS - 0907812.
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Problèmes induits par les singularités



A la recherche des empreintes de singularités…

Saw  et al. (2016), Nature-Comm. 7
Cheminet et al, PRL 2022





Quel est le problème avec la turbulence?

        
  Navier-Stokes et Problème pratique



Equations de Navier-Stokes

Peut-on simuler tous les écoulements avec Navier-Stokes?
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Turbulence: Re>>1



Tourbillons sur la Terre…

€ 

k −5 / 3

Spectre de Kolmogorov
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Mesures:Tourbillons dans le laboratoire

Echelle de Kolmogorov

L=Taille du forçage



Le problème pratique en turbulence

Simulations
Nombre de points de maille requis (L/h)3

Etat de l’art pour (L/h)3=109 

Pour 1 simu  resolution 1 km , pendant 100 ans
T_simu=6 ans;  P= 60 GWh sur top  super-computer avec 4888  GPU 
Simuler les effets induits par  le changement climatique contribuerait au changement climatique!!

Ordres de grandeurs

L=103 km
h= 1 mm

(L/h)3=1027 /pas de temps

1990: 108

2023: 1013

Temps de simulation et énergie



E(k)

k

Grandes Echelles

Petites Echelles

Flux d’Energie
(Viscosité Turbulente)

(Paramétrisées)

Explosion

90 % des ressources 
    informatiques

Que peut on faire? Tronquer?



Ce que la troncation simple provoque….

Courtesy J.I. Polanco

A cause de la troncation, toute simulation finit en 
Bruit à petite échelle

Cichowlas et al, PRL, 2005



E(k)

k

Grandes Echelles

Petites Echelles

Flux d’Energie
(Viscosité Turbulente)

(Paramétrisées)

Explosion

90 % des ressources 
    informatiques

Que peut on faire? Paramétrer!



Exemple de paramétrisation: viscosité turbulente

Analyse dimensionnelle νT = KV L
Echelle caracteristique

Vitesse caractéristiqueConstante

Si constant

Athmosphère:  x6-> goudron
Océan  x 5-> miel



Burgers: 𝜕!u + 𝑢𝜕𝑢 = 𝜈∆𝑢

Expérience de von Karman
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On a (encore) besoin d’expériences pour comprendre la turbulence!

Re<105

102<Re<108
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Circulation océanique

Mesure de Température
Mesure de vitesse

Forçage Solaire
Transport de Chaleur
Circulation Océanique

Forçage  par Turbine
Transport Mom. Ciné
Circulation moyenne

Saint-Michel et al, PRL, 2013
Faranda et al, PRL, 2017

Circulation turbulente

Résultat VKE
Collaboration SPEC/LSCE



Climate (Oceanic circulation)

Impeller Forcing
Ang. Mom. Transport
Mean Circulation

Résultat VKE
Collaboration SPEC/LSCE

Saint-Michel et al, PRL, 2013
Faranda et al, PRL, 2017

Forçage Solaire
Transport de Chaleur
Circulation Océanique

Mesure de Température



Climate (Oceanic circulation)
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Résultat VKE
Collaboration SPEC/LSCE

Saint-Michel et al, PRL, 2013
Faranda et al, PRL, 2017

Forçage Solaire
Transport de Chaleur
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Forçage  par Turbine
Transport Mom. Ciné
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Mesure de Température
Mesure de vitesse



Conclusion

On a les équations mais ça ne nous aide pas!-> expériences de laboratoire
La paramétrisation est difficile-> travail théorique!

La turbulence restera encore mystérieuse pour longtemps!


